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HEFT 1

Uber die Feldgleichungen der Gravitation

bei variabler ,Gravitationskonstante

Von PascuaL JorpaN und CrLaus MULLER

(Z. Naturforschg. 2a, 1—2 [1947]; eingegangen am 30. Aug. 1946)

ie bekannte, von Dirac begriindete These,
daf die sogenannte Gravitationskonstante in
Wirklichkeit im Laufe der kosmologischen Ent-
wicklung verinderlich sei, macht eine grundsitz-
liche Erweiterung der Einsteinschen allge-
mein-relativistischen Gravitationstheorie erforder-
lich, derart, dal x =8=f/c? als weitere, fiinf-
zehnte Feldgrofie neben den zehn Gravitations-
potentialien g,, und dem -elektromagnetischen
Viererpotential eingefiihrt wird. In einer fritheren
Arbeit? ist gezeigt worden, daf fiir diese Verall-
gemeinerung der bisherigen Theorie des Vakuum-
feldes (mit EinschluB elektromagnetischer Felder)
eine sehr natiirliche Unterlage geboten wird durch
die funfdimensionale oder projektive Relativitits-
theorie, wie sie aus Ideen von Kaluza hervor-
gegangen und spiter durch eine Reihe von Ver-
fassern (Klein, Einstein, Mayer, Veb-
len, van Dantzig, Schouten, Pauli,
Pais, Méller, Rosenfeld, Nérlund,
Belinfante) weiter entwickelt ist2. Jedoch
waren in der erwéhnten fritheren Arbeit die neuen
Feldgleichungen des Vakuums noch nicht aufge-
stellt worden; hierauf bezieht sich die vorliegende
Note. Nach Priifung verschiedener Moglichkeiten
sehen wir die einfachste in Betracht kommende
Méglichkeit auch als die wahrscheinlichste an.
Die in der friiheren Arbeit erhaltenen Ergeb-
nisse, welche hier benutzt werden, erliutern wir
80 weit, dal die vorliegende Note auch ohne ihre
Kenntnis verstindlich sein wird; der Inhalt der
fritheren Mitteilung soll demniichst an anderer
Stelle zuginglich gemacht werden.
Wir betrachten die vier Weltkoordinaten z*
(lateinische Indices stets = 1 bis 4) als Funk-
tionen der Verhdilinisse von fiinf , projektivens

* P. Jordan, Physik. Z. 46 [1945] (Korrektur-
fahnen).

? Vergl. P. Pauli, Ann. Physik (5) 18, 305, 337
{1933]: A.Pais, Physica 8, 1137 [1941].

Koordinaten X% (griechische Indices = 0 bis 4).
Im Raume der X" analogisieren wir die Rie-
mannsche Geometrie, jedoch mit dem Unter-
schied, dal wir nicht Invarianz gegen alle Koor-
dinatentransformationen X#— X't fordern, son-
dern nur gegen homogene Transformationen;
schreiben wir AIM fir die Ableitung von A nach

X", so ist also stets
Xt ,vX": F 1)

Die Gruppe G der Transformationen (1) ist iso-
morph mit der Gruppe aller vierdimensionalen

- Koordinaten- und Eichtransformationen®.

Die Komponenten des fiinfdimensionalen metri-
schen Fundamentaltensors sollen homogene Funk-
tionen (—2)-ten Grades sein:

i

A g
Juvli X :__2ggcv' @
Wegen (1) ist dann
J=g,, X' X" 3)

ein Skalar.
Der Ubergang zur vierdimensionalen Darstel-
lungsweise wird vermittelt durch die Ableitungen

o) =g )

mit denen wir den wierdimensionalen metrischen
Fundamentaltensor definieren durch

i

9" =g, 95 9. ®)

(Man muB unterscheiden 9%, die 12-Komponente
von g, und g, diejenigevon g,,). Man bekommt
niamlich fiir das Linienelement die Formel

ds* =g, , dX" dx’
r ;. 1
=g, do' 4o + -5 (X, dX"), (6)

3 P.Jordan, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-
physik. K1. 1945, 74.
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2 FELDGLEICHUNGEN BEI VARIABLER

so dall eine vierdimensionale Metrik g,, in ein-
facher Weise durch die fiinfdimensionale Metrik
9y mitgeliefert ist.

Die Angabe der 15 homogenen Funktionen
9y v=9,,700 5 Koordinaten ist offenbar gleich-
wertig der Festlegung von 15 beliebigen Funk-
tionen von 4 Koordinaten; wir haben es also zu
tun mit einer Feldtheorie von 15 Feldgrofen.
Sucht man, wie in der bisherigen Auffassung, nur
14 physikalische Feldgrifien g,,, ¢, geometrisch
zu deuten, so mull man die betrachtete Theorie
kiinstlich einschrdnken, und zwar durch die
Nebenbedingung, dall der erwihnte Skalar J =

X, Xt konstant sein soll. Laft man dagegen diese
zusitzliche Bedingung fallen, so gewinnt man zu-
gleich mit einer grundsétzlich harmonischen Ge-
staltung der Theorie auch ihre Anpassung an die
physikalische Vorstellung einer fiinfzehnten Feld-
grife x. Wir deuten J physikalisch als

J=2=x/c% ; )

Als elekiromagnetische Feldstirke I, , =—1F,,
deuten wir den Tensor

F”v 1 X wo 1/6 8

J go ga( wlv T < L|u)q ) (8)

von welchem gezeigt werden kann, daf er Rota-
tion eines Viererpotentials ist.

Wir wollen den verjiingten finfdimensionalen
Krimmungstensor mit R, bezeichnen, den vier-

dimensionalen mit G,,. Dann wollen wir in Ana-
logie zu den Einsteinschen Gleichungen G,,
= 0 des reinen Gravitationsfeldes (mit x = const.)
folgende verallgemeinerte Feldgleichungen an-
nehmen:

R

wy

=0. (9)

Die in der friiheren Note entwickelten Formeln
lassen entnehmen, dafl (9) gleichbedeutend ist mit
folgenden 15 Feldgleichungen, in denen Ay, die
kovariante Ableitung nach z* bezeichnen soll:
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GRAVITATIONSKONSTANTE

Das Verhdltnis dieser neuen Feldgleichungen
zu den bisherigen ist folgendes: Spezielle exalie
Losungen von (10), (11), (12) bekommt man,
wenn man reine Gravitationsfelder (also F,, =0)
mit konstantem x so bestimmt, daf sie den alten
Flinsteinschen Feldgleichungen @, =0 ge-
niigen. Bei Vorhandensein von elektromagneti-
schen Feldern ist dagegen stets mit einer gewissen
Verinderlichkeit von » zu rechnen, weil die An-
nahme z = const. nach (10) und (12) zu G =0
und F,, I'" =0 fithren wiirde. Jedoch sind unter
allen nmmalen Verhiltnissen die relativen Ande-
rungen von x so klein, dafl man eine ausreichende
Approximation erhilt, wenn man (12) auller acht
148t und mit » = const. die Gleichungen (10), (11)
vereinfacht zu den klassischen Einstein-Max-
wellschen Feldgleichungen des Vakuums:

, A rej
Gil-+-52 Fi ’ ﬁﬁ*jzo’ (10%)

F*;=0. (1)

Die die Ableilungen von » enthaltenden Glieder -
der - Gleichungen (10), (11), (12) bieten eine
wichtige Stiitze der kosmologischen Uberlegun-
gen, welche kiirzlich vorgetragen wurden®. Bei
einem mit konstanter Geschwindigkeit expandie-
renden Kosmos nehmen die Kriimmung sowie die
nicht verschwindenden Komponenten (Diagonal-
Komponenten) umgekehrt zum Quadrat des Welt-
alters ab. Die iibrigen Glieder in (10), (12) sind
nun so beschaffen, daf sie es nahelegen, kosmo-
logische Modelle zu suchen, bei welchen x sich
wie eine gewisse Potenz -« des Weltalters t ver-
hilt, wihrend die elektromagnetische Strahlungs-
dichte bzw die Diagonalkomponenten des Ten-

. . -2
sors F/"F, ;, sich wie t* “verhalten: denn dann
W erden die einzelnen Anteile in (10) iibereinstim-
mend proportional mit

t—2 _p—ae—2__y4—a—24a__y—2(a+ 12,

Daf genauer « =1 werden soll, kann natiirlich
nicht ohne Mitberiicksichtigung der im Kosmos
neben elektromagnetischer Strahlung vorhandenen
Materie begriindet werden. Daneben scheinen uns
aber auch andere Werte « fiir die kosmologisch-
astrophysikalischen Probleme eine gewisse Be-
deutung zu haben; wir kommen darauf zuriick.

* P.Jordan, Physik. Z. 45, 183 [1944].



